MATEMATHKA 1
JIEKIIAJA 6

3 -J16.1 HEIIPEKHUJHOCT PEAJIHE ®YHKIIUJE

JeduHunuja HempeKNUIHOCTHU peajiHe (PYyHKIIUje Yy 1aTOj TAUKHU

Hegunuyuja npexo epanuune spedonocmu: Peanna dyHKMja [ Henpekuoua y

mauku  x, € D, "D, — ako je lim f(x) = f(x,). Hepunuyuja npexo
npupawmaja: Peanna gyukuuja [ nenpexuona y mauku x, € D, "D, — axo je
Alxim0 Af(x,,Ax) = 0, rrme je Ax — mpHpamTaj HE3aBUCHO NMPOMEHJBMBE X Y TAuKU

X, a Af(x,,Ax) = f(x,+Ax) — f(x,) — npupamraj pyHKIpje [ Yy Tauku X,
NpU TpUpamTajy Ax HE3aBHCHO NMPOMEHJbHBE. /lepuHuyuja npeko okomuna: — 'y
neUHULNU TPaHUYHE BpeAHOCTH QyHKIMje [ y Taukh X, HPEKO OKOJHMHA CTABUTH

[ = f(x,) m3amenutn B(x,,0) ca B[x,, ). Heunuyuja "na jezuxy & -0~ —'y
neGUHULINJN TpaHWYHE BpeAHOCTH (QyHKIWje f y Tauku X, Ha Je3SUKy & — O
craBuTH [ = f(X,) ¥ W30CTaBUTHU YCIOB X # X,,.

Teopema: Axo je peanHa QyHKIHMja [ HENpPEKUIHA y TaYKH X, OHJA je OHA
orpanuveHa Ha ckymy B[x,,r) N D, 3a HeKu O3UTUBHH OpOj 7 .

Teopema: Axo je peanHa QpyHkOMja f HempekuaHay Tauku x, U f(x,) =0,
OH/Ia TTOCTOjW HEKH TO3UTHBHU Opoj 7 TakaB f1a je f(x) wucror 3HaKa kao f(x,) 3a

cBaku x € B[x,,r) N D,.

Hel'lpeKI/l}IHOCT CJIEBE U C I€CHE CTPaHEe

Peanna dynkuuja [ Henpexuona c nege (c decne) cmpane y mauku X, — aKo
je pectpukumja  f/A  HempekupHa y Tauku  x,, rae je A=(-0,x,]ND,
(A=[x,,+0)ND,).

Teopema: Hexkaje [ peanna QyHkumjam x, Tauka u3 D, TakBa Ja y CBAKOM
on uHTepBaNa (x, —r,x,) u (x,,x,+7r), 3acBaku r >0 wuma rasakauz D,. Tana
je f HempekuaHa y Taukd X, AaKO M CaMoO aKo je HeNpEeKUJHa C JICBE U JIECHE CTpaHe y
Taukd X, .

Peanna ¢pynkumja [ nenpexuona na ckyny S < D, — aKo je HENPEKHAHA Y

CBaKO] Ta4yKu TOT CKyma. AKO je mpuTtoM S HEKHM HMHTEpPBaJ, OHJA CE€ Yy TOPHO]
ne(UHUIN]N 3aXTeBa /1a Y CBAKOM Kpajy WHTEepBajia KOjH NMpUIaJa HHTEpBaTy (YyHKIHja



OyJIie HeTpeKuIHA C je[He CTpaHe, U TO C JIECHE aKo je TO JIEBH Kpaj, a C JIeBE aKo je TO
lecHu Kpaj. Peanna pynkumja [ nenpexuona — aKo je HEMPEKuIHA Ha CKymy D .

Tauke npexkunaa peajHe pyHkuuje

!
Tauka npexuoa peanne pynxyuje [ — cBakataukaus D, "D, ykojoj f
HUje HenpekuIHa. Tauka npekuda npee pcme — Tadka MPEKUIa y KOjoj TIOCTOje JIeBa U
JIleCHa TpaHUYHA BPEeNHOCT. Tauka npekuoa opyze épcme — Tadka NMpeKUaa Koja HUje

TaykKa MpPEeKuIa MpBe BPCTe.
CBojcTBa (PyHKIIMja HeMPEeKUIHUX Y 1aTOj TAYKH

Teopema: Axo cy bynkumje [ ®u g HenpekuaHe y Tauku x, u D, =D,

Taja cy U QyHKIMje f+g M fg HempekuaHe y Tauku Xx,. Ako jejomu g(x,)#0,

f

Taja je U pyHKLIMja — HENpeKuJHa y Tauku x,. Jloka3 — Ha ocHOBY oarosapajyhe
g

TEeopeMe O TPaHMYHUM BPEIHOCTHMA.
Teopema: Heka cy f wu g peanHe (QyHKIHUje TakBe Ja MOCTOjU CIIOKEHA
byHkumja fog. AKko je QpyHKIMja g HENpeKHJHa y Tauku x, a QyHkumja f
HENpeKUIHa y Tauku g(x,), OHJA je ClokKeHa QyHKIMja f og HENpeKUuaHa y TauKH
x,. Hokaz — Ha BexkOama (AT).
CBaka OCHOBHA eJIeMeHTapHa (PyHKIMja je HePEeKUIHa.

CBojcTBa (pyHKIMja HENPEKUIHUX HA CETMEHTY

Teopema (npsa boayanoKowujesa): Axo je dbyHknmja [  HENpeKHWaHA Ha
cermeHnty [a,b] u f(a)f(b)<0, ouma f wuma Oap jeaHy Hyly y uHTepBany (a,b).
bes nokasa. ’

Teopema (Opyea bonyanoKowwujesa): Axo je ¢yHKIMja [  HENpeKHIHA Ha
cermenty [a,b] u f(a)# f(b), ouna [ HacermeHty [a,b] y3uma cBaKy BPEIHOCT
usmely f(a) u f(b). be3 nokasza.

Teopema (npsa Bajepwmpacosa): Axo je (yHkmmja f  HempekuaHa Ha
cerMeHty [a, b], oHIa je OHAa OTpaHUYCHA Ha TOM CETMEHTY. be3 mokasa.

Teopema (Opyea Bajepwmpacosa): Axo je pyHkumja f  HempekHaHa Ha
cerMeHty [a, b], oHma OHa IOCTHKE CBOj MH(PUMYM M CBOj CYIIPEMyM Ha TOM OJICCUKY.
be3 nokasa.

Teopema: Axo je pyHKIMja [ HeENpeKuIHa U MOHOTOHO pactyha (omanajyha)

Ha cerMeHTy [a, b], oHJa je meHa MHBep3HA GYHKIMja f ' HEMpPeKHIHA HA CETMEHTY

[f (@), f(B)] (Lf (), f(@)]) be3s nokasa.



PaBHOMepHa HENPEKUIHOCT

Peanna dyuxkuuja [ pasnomepno nenpexuona na ckyny Ac D, — aKo 3a
CBAaKM MO3UTUBHU OpOj & TIOCTOjU MO3UTUBHU OpOj O TakKaB Ja 3a CBAaKe JIBE TAUKE X,
u x, ckyna 4 3akojeje |x, —x,| <o Baxu | f(x,)— f(x,)|<e.

Teopema (Kaunmoposa): Axo je byHKkuMja [ HENpeKUIHA HA CETMEHTY |[a, b],
OHJIa je OHa ¥ PABHOMEPHO HEMPEeKHIHA HAa TOM CErMeHTy. be3 mokasa.

3-6.2 JTUOEPEHIIMJAJIHU PAYYH PEAJIHUX ®YHKINJA JEJIHE
PEAJIHE HE3ABUCHO ITPOMEHJ/bUBE

HU3Box pyHknHuje y 1aT0j TAUKH

IIpobremu xoju cy oosenu 0o nojma uzeooa. Ilpobrnem 6p3une: Marepujanna
tauka M =M (x) ce kpehe mpaBonuHHjckH, Oy)k oce Ox. Ilo3Hara je 3aBUCHOCT

KoopauHate x Tauke M on BpemeHa t: x= f(t), t€la,b]. Tpeba ompemutn
Opsuny Vv(f,) Tauke M y CBaKOM IOjeJUHOM TPEHYTKY {,, t, €[a, b]. Pememe
. t, +At)— f(t
npobnema: v(¢,) = lim S, nAUY
At—0 At

pasun  Oxy rpaduk (Henpekunne) peanne pyukuuje [, D, =(a,b), u Heka je

. Ilpobnem manecenme: Heka je kpua C 'y

M ,(x,,y,) Heka tauka Ha C. Tpeba ongpeantn Tanrenty kpuse C y Tauku M.

Pememe mpobnema: KOCPUIMjEHT TMpaBla TpaXeHe TAaHICHTE €  jeJHAK
. X, +Ax) — f(x
i L G0 A~ f(x)

Ax >0 Ax
Hegunuyuja uzeoda gyukyuje y oamoj mauxku. Yuympawirea mauyka cKyna
Dc R — cBakaTauka a € D TakBa Ja je HEKa BeHa Oa3uuHA OKOJIMHA CaJpKaHa y
D . O3Haka cKyIia CBUX YHYTpaIlllbUX Tadaka ckyna D — D. H3600 ¢pynxkyuje [y
: , o S +AX) = f(x,)
Taukn x, € D, — [f'(x,) = ALlino o .

Teomempujcko mymauerwe nojma uzeooa @yukyuje: W3Bon dyHkmje  f
(D, =(a,b)) yraukn x, €(a,b) jemHak je KoeUIMjCHTY NpaBLa TaHTeHTE rpaduka
Gynkuuje fy auku (x,, £(x,)).

Mexanuuko mymauere nojma uszsooa @yuxkyuje: W3Bonm dyHKIHjE f
(D, =(a,b)) vy mauku ¢, €(a,b) jemnak je Opsuam Vv({,) y TPEHYTKYy
MaTepujanHe Tauke M = M (x) Koja ce kpehe nmpaBoiIMHHUjCKU Ayk oce Ox Tako J1a je
IbEHA afciuca x jeAaHaka f(f) y cBakoM TpeHYTKy ! (€ (a, b)).



Teopema: Axo ¢yHKuMja f 1Ma U3BOJ Y TauKu X,, OHJA j€ OHA HEMPEKUAHA

y TOj TAUKH.
Jlesu (Oecnu) uzeo0 ¢pynxyuje [y mauku x, — A}in}) S(xy + AAX) - f(x,)
-0 X
( lim 40 +Ax)_f(x°)} Osmaka — [ (x,) (f+’(x0)).
Ax — 0+ AX

JAudepennujadéuanoct u nudepennujan pyHkuuje y 1aToj TAaYKu
Heunuyuja ougepenyujadburnocmu @ynxyuje y oamoj mauku. Heka je f

Jenna peanna yukuja u x, € D, . Kaxemo na je dynkumja [ dupepenyujabuina y

mauku X, axo nocroje 6poj A u ¢pyHKUMja « , TAKBU 14 j&
Af(x,, Ax) = A-Ax + a(Ax)- Ax,

3a CBe Tauke X =Xx,+Ax y Hekoj Oa3uuHO] okonmuHM B[x,,r) Tauke X,
(Axe(-r,r)),uga a(Ax) texu 0 kam Ax Ttexu Hynd. [lputom ce uzpas A-Ax
Ha3uBa 21A6HUM OeloM npupawmaja @yukyuje [y mauku X, TpH Opupamrajy Ax
HE3aBUCHO TIPOMEHJbUBE.

Hegunuyuja ougpepenyujara ¢ynxyuje y oamoj mauxu. Heka je peanHa
¢bynkumja f naudepeHumjabuiHa y Tauku Xx,. Taja ce IVIaBHU J€0 IpHpallTaja
byHKuMje f y Tauku X, @pU Opupamita)y Ax Ha3uBa oughepenyujanom Qynxkyuje
f vy mauku x, npu npupawmajy Ax He3asucHo npomeHmuge. (O3HaKa —
df (x,, Ax) =df .

Teopema: Hexa je [ jemna peanna dynkumja u  x, € D, . Ilorpeban n
J0BOJbaH ycloB Aa ¢yHkuuja f Oyne nudepeHnujabuiaHa y Tauku X, jecte ga f
MMa U3BOJ Y TAaUKU X,,.

Jokas. ITotpeGHOCT ycnoBa:

Af(x,, Ax) = A-Ax + a(Ax)- Ax, Alximow = lim [4+a(AY)] = 4,
3f'(x,) (= A4).
JIOBOJBHOCT ycCIoBa:
Af (x,, Ax
3y, LR e g (a(0) = 0),

Ax
Af(x,, Ax) = f'(x,)-Ax + a(Ax)-Ax.
CnenujanHo, ako je f(x)=x, x€ R, tagaje df =dx=Ax. Ha ocHoBy ToOra,
obuyHo mumemo dx ymectro Ax. Tako mmamo, 3a Owio kojy GyHKIMjy f
df (x,,dx)

nuepeHnujadbuHy y Tauku x,, df (x,,dx) = f'(x,)dx. Orynje f'(x,)= =
X



Teomempujcko mymauerwe nojma ougpepenyujana ¢ynxyuje:  Judepenujan
¢byHKuMje f y Taukm X, @pU OpupamTajy Ax HE3aBHCHO NPOMEHJbHMBE JEHAK j€
MIPUPAIITA]y OpJIMHATE TauKe TaHTeHTe Tpaduka GyHKOUje f Yy Tauyku (xo, f (xo)), npu
IIPOMEHHU afclUyce O X, Ha X, +Ax.

H3600u u ougepenyujanu suwux pedoéa. 3a CBaKHM TPHUPOIHU Opoj n
nedunmIIe ce 7 -TH U3BOA peanne pynkumje, f™ , Ha cnenchm maumm: 1° fO (x)

= f'(x,) 3acBaky peanHy QyHKUMjy f | CBaKy Tauky x, Takse xa noctoju f'(x,);

!
2° 3a cBaku mpupomHu Gpoj n, f D (x,) = ( f (")) (x,) 3a cBaky pealHy (QyHKUH]Y
f U cBaky Tauky Xx, TakBe Jja f HUMa 7 -TU U3BOJ Yy CBAKO] TAuKU HeKe Oa3sHuHe

OKOJIUHE TauKe X, U Ja I0CTOjU ( s )’ (x,). Ha ananoran HauuH ce nedpuHunie u n-
i madepenumjan peanne ¢ynkumje, d"f , 3a cBaku mpupomEHM 6poj n: 1°
d'f(x,,dx) = df(x,,dx) 3acBaky peanHy QyHKUM]jy f M CBaKy Tauky X, TakBe Ja
MOCTOjU df (x,); 2° 32  CBaku NpUpOAHU  OpOj n,
d"™ f(x,,dx) =d (d” f(-, a’x))(xo, dx) 3a cBaky peaiqHy QYHKIH])y [ U CBaKy TauykKy
X, TakBe 1a f wuMa n-TU AUdEpeHHja] y CBaKoj TaUKH HeKe Oa3MuHEe OKOJIIMHE TadKe
X, ¥ Janocroju d (d (-, dx))(xo). Jlako ce 3akipydyje (MHIYKIHJOM IO 7)) Ja je
d" f (x,,d)

d"f(x,,dx) = f" (x,)dx". HaochoBy Tora, f"(x,) = e
x

IIpaBuna qudepeHuupama

Teopema (o uze00y 36upa, npouzeooa, koruunuxa): Heka cy pyHkumje f u g
audepeHIMjabUIHe y Tauku  x,. Taja Baxu: 1 oyskumja f+g  je
nudepeHnjabuiiHa y Taukl X, | wbeH u3Box je (f+g)'(x,) = f'(x,) + g'(x,); 2°
byHKIHja fg je nmudepeHnujabuIHA Yy TauKu X, U HEH W3BOI je
(f2)(x0) = f1(x,)g(x) + f(x)€'(x); 3" axo je jom w  g(x,)#0, Tama je
byHKIMja ! nudepeHjabuIHa y TaUKH X, [IPU 4eMy je

!

(1} () = L E)8E) = [(x)8'(xy)
g) " [g(x)T?

Jlokaz — Ha BexOama (Al).
Y 0Boj Teopemu ctas 1° Baxu u 3a BHIIE 01 ABa cabupka: aKo Cy dyHKIHje fis

f>»s ., f, nubepeHuujabuiHe y Tauku  X,, Taja je TakBa U (YHKIH]ja

ot futot fo mmen mBom je (£ fy ot £.) (x0) = [, (%) + £y (6g) oot

!
+ f, (x,). Hoka3 — caMocTanHO (MHIAYKIUjOM IO 7). TakaB cTaB BaKU U 3a M3BOC

BHILIKX PEOBA.



Cras 2° ropme TeopeMe MOXKe [a Ce YOIIITH W HA W3BOJIE BHIIMX PEIOBA: aKO
byHkuMje f M g UMajy #n-TH U3BOJY TaukKM X,, Taja U QyHKIMja fg HUMa n-TH

H3BOA y TaUKU X, W Ba)Ku

(f9)" = Z [7]f " () g (%)

i=0

Jlokaz — camoctanHo (MHAyKIujoM o 7). OBo je Tako3BaHO JIajOHUIIOBO MTPABHUIIO.
Ipasuna 3a nanascere ougepenyujara: 1° d(f+g)=df +dg; 2° d(fg)=
=gdf + fdg; 30 di:M_
g g

Teopema (o uzs00y cnodcene ¢pynxkyuje). Hekacy f m g peanne QyHKimje
TaKBe Jia NOCTOjH CnoKeHa pynkumja fog =h, nekaje x,€D,, g(x,)=u,€D,, n
Heka mocroje m3Bomu  g'(x,) wm  f'(u,). Tama mocroju m A'(x,) wu Baxu
h(x,) = f"(u,)g'(x,). Jdoxaz — Ha BexOama (AI).

Husapujanmnocm ¢hopme npeoe oughepenyujana: ITlog mpermocTaBKkama wu3
ropme teopeme, dh(x,,dx) = f'(g(x,)) dg(x,,dx), 1j. dh= f'(g)dg.

Teopema (o w3600y uHeepsHe yHKYUje): Ako je (¢yHkuuja f
nudepeHnjadbuiiHa y TauKu X,, akoje f'(x,)#0, mako [ uMa MHBEp3HY QYHKUIHUjY
HEMNpEeKUuJHy y Tauku ), =f (xo) Taza je ynxkimmja f  audepeHnmjabunHa y

TauKu ),, U BaXKU ( f ) () = . Jlokaz — mna BexOama (Al).

1) ( )

Teopema (0 u3600y qbynm;u]oe 3a0ame napamemapcku). Heka cy peanHe
Gyukuuje f u g nedunucane Ha ckymy 7, Heka MocToju f ' W Heka je
h=gof™. Axoje t, 670", ako nocroje mu3Boxu f'(t,) wm g'(t,), npu yemy je
f'(t,)#0, u ako je dynkimja f ' HempekuaHa y Tauku X,, X, = f(¢,), Tana
g'(t,)
J'(t)

Y ropmo] Teopemm Moxe aAa ce mmme x= f(¢t), y=g@k), tel, wu

nocroju m3Box h'(x,) u h'(x,) = . Jlokaz — wna BexOama (AI).

y=h(x)=g(f(x), xeD,, (bynkumja h wu3paxaBa 3aBUCHOCT y O X 3a1aTy
napameTapcku, momMohy mapaMerpa ¢ W 3aBUCHOCTH X W ) OJ mapamerpa t), 0pu

yemy (opmyna 3a u3BoA (QyHKIMje A~ U3 T€ TeopeMe, y IPYrMM O3Hakama, J100uja
00K

dy(t,)
dy(x,)  dt
dx - dx(to) .

dt



Ta6auua uzsoaa

I (C)Y'=0 (C=const.).

!

I (x*) =ax*', x>0 (2eR). (aeN: xeR) (ze-N: x#0)

! !

III (ax):axlna (a>0). (a=e: (ex):ex)

v (log,x) = ! , x>0. (a=e: (Inx) =l,x>0)
xIna X
V  (sinx)" = cosx, (cosx) = —sinx.
, 1 Vs , 1
VI (tgx)' = —5—, x € R\[—mzj; (ctgx)' = ———, x € R\ (72).
cos” x 2 sin” x
VII  (shx)" = chx, (chx)' = shx.
1
VII (thx) = ; (cthx) = — , x#0.
(thx) ch’ x (cthox) sh? x
IX (arcsinx)' = , xe(-=L1); (arccosx) = — ! , xe(-11).
1-x° 1-x°
, 1 ' 1
X (arctgx)' = > (arcctgx)’ = — =
1+x I+ x



